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ORBIFOLDES A` PREMIE`RE CLASSE DE CHERN NULLE
FRE´DE´RIC CAMPANA
1. INTRODUCTION.
On e´tablit ici une version orbifolde du the´ore`me de de´composition de Bogomolov pour les varie´te´s
Ka¨hle´riennes compactes a` premie`re classe de Chern nulle (voir [Bo74], [Bo78], [Y78], [Bea83] et
[P97] pour certains cas singuliers). Les orbifoldes Ka¨hle´riennes conside´re´es sont les V-varie´te´s de
Satake, ou encore les varie´te´s a` singularite´s quotient.
La de´monstration (voir §2, 3, 4) est une extension orbifolde directe du cas lisse, qui repose sur la
construction de me´triques de Ka¨hler Ricci-plates, le scindage de Cheeger-Gromoll, et le the´ore`me
de de´composition de De Rham.
Applique´ au cas des surfaces K3 normales, on en de´duit en particulier le fait que le groupe
fondamental du lieu lisse d’une telle surface est soit fini, soit extension fini de Z⊕4 par un groupe
fini. Cette proprie´te´ avait e´te´ conjecture´e dans [K-Z00]. Voir la bibliographie de cet article, ainsi
que [KZ02], [S-Z01], et [C-K-O 03] pour de nombreux cas e´tablis par voie alge´bro-ge´ome´trique.
Notre motivation e´tait de ve´rifier la conjecture formule´e dans [C01] de la presque-abe´lianite´ du
groupe fondamental et l’annulation de la pseudo-me´trique de Kobayashi pour certaines varie´te´s
Ka¨hle´riennes spe´ciales de dimension trois. Voir §7 ci-dessous pour plus de de´tails.
On pourra trouver dans [P97] et [A03] des re´sultats e´tablissant une telle de´composition dans des
situations diffe´rentes. ([A] traite par voie alge´bro-ge´ome´trique le cas du morphisme d’Albanese
pour une paire log-terminale projective (X,B)).
Je voudrais remercier J.P. Demailly pour ses indications sur la preuve du the´ore`me 4.1, ainsi que
J. Maubon, qui m’a fourni les re´fe´rences [B93] et [B-Z94] sur la version orbifolde du the´ore`me de
scindage de Cheeger-Gromoll, qui joue un roˆle crucial ici.
2. SUMMARY.
We establish an orbifold version of Bogomolov decomposition theorem for compact Ka¨hler man-
ifolds with trivial first Chern class. The orbifolds here considered are Satake’s V-manifolds. The
proof is a direct orbifold extension of the proof in the smooth case, obtained by using Ricci-flat
Ka¨hler metrics, Cheeger-Gromoll splitting theorem, and De Rham decomposition theorem.
Applied to normal K3 surfaces, we thus obtain in particular the fact that the fundamental group
of their smooth locus is either finite, or an extension of Z⊕4 by a finite group, in which case the
K3 under consideration is uniformised (in the orbifold sense), by a complex torus (of dimension
2). This property was conjectured in [K-Z00, 3.12], and proved in many situations by algebro-
geometric methods. We refer to [K-Z02], [S-Z01], and [C-K-O 03] for further details on the known
cases.
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Our motivation was to check conjectures of almost abelianity and vanishing of the Kobayashi
pseudo-metric for certain special threefolds. See §7 for further details.
3. ORBIFOLDES PURES.
Nous suivons ici (a` la terminologie pre`s) les de´finitions de [D-K00, §6]. Les notions introduites
ici apparaissent dans [S56] auquel nous renvoyons pour plus de de´tails.
De´finition 3.1. Une orbifolde pure est un espace analytique complexe normal X n’ayant que
des singularite´s quotient.
Pour chaque point a ∈ X, on a donc un voisinage U de a dansX, et un isomorphisme φ : U→U˜/G,
dans lequel U˜ est un ouvert de Cn, et G ⊂ Gl(n,C) un sous-groupe fini agissant sur U˜ , avec
a = φ(0). On peut choisir G tel que les points fixes de tout g ∈ G ait un ensemble de points
fixes de codimension au moins 2. Un tel triplet (U, U˜/G, φ) sera appele´ une uniformisation
locale de X en a. Remarquons que, si l’on restreint l’ouvert U , le groupe G est alors le groupe
fondamental local piloc
1
(a,X) de X en a, et que l’uniformisation pre´ce´dente est alors unique a`
unique isomorphisme pre`s.
On notera X∗ ⊂ X (resp. Sing(X) ⊂ X) le lieu lisse (resp. singulier) de X.
Les orbifoldes pures sont simplement appele´es orbifoldes dans [D-K00]. On ajoute ici l’adjectif
“pur” pour les distinguer des orbifoldes plus ge´ne´rales de [C01], dans lesquelles la structure
d’orbifolde comporte e´galement un Q-diviseur ∆.
Les objets Θ sur l’orbifolde pure X (tels que le faisceau structural, le faisceau canonique, les
me´triques de Ka¨hler, la forme de courbure d’une telle me´trique) sont les objets usuels sur la
partie lisse de X, avec la condition que, dans toute uniformisation locale (U, U˜/G, φ) de X en a,
l’objet Θ soit sur la partie lisse de U , l’image par φ d’un objet correspondant G-invariant Θ˜ sur
U˜ . Si α est une forme de degre´ maximum sur l’ouvert U d’une uniformisation locale, on de´finit
ainsi:
∫
U
α := (1/Card(G)).
∫
U˜
α˜.
Par exemple: OU := p∗(OV ), et K
m
U := p∗(K
m
V ),∀m ∈ Z. Ce dernier faisceau est donc localement
libre si m est un multiple de Card(G). Donc KmX est localement libre si X est compacte et m
suffisamment divisible.
On peut donc de´finir la premie`re classe de Chern c1(X) := −(1/m).(c1(K
m
X )), si X est compacte,
et m comme ci-dessus. Cette classe de Chern peut encore, comme dans le cas lisse, eˆtre cal-
cule´e comme la classe de cohomologie de la forme de courbure de la connexion d’une me´trique
hermitienne sur le fibre´ K−mX , pour m suffisamment divisible.
Exemple 3.2. Soit X une orbifolde pure compacte, et de dimension 2. Alors Sing(X) ⊂ X est
un ensemble fini. Soit r : X ′→X une re´solution de X. Si X ′ est Ka¨hler, alors X est Ka¨hler. En
effet, la me´trique de X ′ de´finit sur X∗ une me´trique de Ka¨hler que l’on peut recoller avec une
me´trique de Ka¨hler locale de´finie sur une uniformisation locale de chacun des points de Sing(X).
Soit X ′ une surface K3 et D un diviseur re´duit effectif exceptionnel de X ′. Soit r : X ′→X la
contraction de D dans X ′. Alors (par [K-M98; 4.20], [B-P-V84; II.7.3, III.2.4], et [D79]), X
est une orbifolde pure compacte connexe Ka¨hler de dimension 2 avec fibre´ canonique trivial (et
c1(X) = 0). Re´ciproquement, si X
′ est une orbifolde pure singulie`re compacte connexe et Ka¨hler
de dimension 2 a` fibre´ canonique trivial, on de´duit de [K-M98, 4.20] a` nouveau que X ′, dans la
re´solution minimale r : X ′→X, est une surface K3.
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Si X est une orbifolde pure, munie d’une me´trique orbifolde de Ka¨hler, on a encore l’e´galite´
2.∆′ = 2.∆” = ∆, pour les Laplaciens (orbifoldes) de´duits de cette me´trique, ceci par les meˆmes
arguments (locaux) que dans le cas lisse. En particulier, le lemme du ∂∂ est encore vrai, dans
le contexte orbifolde. Une (1, 1)-forme α re´elle d-exacte est donc de la forme: α = i.∂∂f , pour
f : X→R de classe C∞ (au sens orbifolde).
4. ME´TRIQUES DE KA¨HLER-EINSTEIN.
Lorsque X est une orbifolde compacte avec KX ample (ou c1(X) < 0), il est e´tabli dans [K87]
que X admet une me´trique de Ka¨hler-Einstein. La de´monstration est la meˆme que celle ([Au78])
du cas lisse. Le cas des orbifoldes de Fano (K−1X ample, ou c1(X) > 0) est e´tudie´ dans [D-K00].
On va ici constater que le cas ou` c1 = 0 est, dans le contexte orbifolde, exactement similaire a`
celui du cas lisse. (Curieusement, il nous a e´te´ impossible de trouver cette observation dans la
litte´rature).
The´ore`me 4.1. Soit X une orbifolde pure Ka¨hle´rienne compacte et connexe avec c1(X) = 0.
Toute classe de Ka¨hler de X est repre´sente´e par une unique me´trique de Ka¨hler Ricci-plate sur
X.
De´monstration: C’est une adaptation imme´diate de la de´monstration dans le cas lisse, telle
qu’elle est expose´e, par exemple, dans [Siu 87; pp. 85-113]. Dans une premie`re e´tape, on se rame`ne
a` la re´solution de l’e´quation de Monge-Ampe`re: det(gij¯ + φij¯) = e
F .det(gij¯), dans laquelle (gij¯)
est (en coordonne´es locales) une me´trique de Ka¨hler de la classe donne´e d’une forme de Ka¨hler
ω, φ : X→R est une fonction C∞ inconnue, φij¯ := i∂i∂j¯φ, et: i∂∂F = Rij¯ = −i∂i∂ j¯ log(det((glk¯)),
puisque la premie`re clase de Chern de X est nulle. Le lemme du ∂∂ orbifolde fournit cette mise
en e´quation.
On applique alors la me´thode de continuite´, conside´rant la famille d’ e´quations (∗)t:
det(gij¯ + φij¯) = At.e
t.F .det(gij¯), t ∈ [0, 1], At := (volg(M)).(
∫
M
etF )−1. Pour t = 0, on a une
solution φ = 0, et la me´trique g. Pour t = 1, on a donc une solution du proble`me. On conside`re
l’ensemble non vide des t pour lesquels l’e´quation (∗)t a une solution.
Cet ensemble est ouvert, par une application du the´ore`me des fonctions implicites et line´arisation
du proble`me. La de´monstration est celle du cas lisse, en regardant les solutions localement dans
les ouverts U˜ . On peut consulter, par exemple, [D-K00, §6.2] pour le cas analogue des orbifoldes
de Fano.
La partie la plus de´licate est de de´montrer que cet ensemble est ferme´. Il suffit pour cela d’e´tablir
des estimations a priori pour les solutions φt de (∗)t, portant sur les normes uniformes de φt, puis
sur celles des de´rive´es du second ordre, puis sur les normes de Ho¨lder C2,α de φt.
Les estime´es uniformes sont obtenues dans [Siu87;§2] par la me´thode d’ite´ration de Moser. La
seule chose a` ve´rifier par rapport au cas lisse est la validite´ de la formule d’inte´gration par parties
dans le cas orbifolde, ce qui est imme´diat.
Les estime´es suivantes, (base´es sur le principe du maximum et une ine´galite´ de Harnack due a`
Moser) qui sont les plus difficiles (voir [Siu 87, §4 et §5]), re´sultent d’arguments locaux, et peuvent
donc eˆtre traite´es dans des ouverts uniformisants U˜ , sans changement. 
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Corollaire 4.2. Soit r : X ′→X la contraction d’un diviseur exceptionnel D′ ⊂ X ′ d’une surface
K3 X ′. Alors X est une orbifolde Ka¨hle´rienne pure a` fibre´ canonique trivial. Toute classe de
Ka¨hler sur X est repre´sente´e par une unique me´trique de Ka¨hler Ricci-plate.
5. UNIFORMISATION ORBIFOLDE.
On va conside´rer ici une orbifolde pure connexe X, dont on notera X∗ le lieu lisse. On notera
piorb
1
(X) := pi1(X
∗) son groupe fondamental d’orbifolde. On a une surjection naturelle
piorb1 (X)→pi1(X), qui n’est en ge´ne´ral pas injective (conside´rer par example une surface K3 nor-
male de Kummer X, quotient d’un tore complexe de dimension de dimension 2. Alors X est
simplement connexe, mais son groupe fondamental d’orbifolde est isomorphe a` Z⊕4).
Nous donnons quelques de´tails sur ces notions faciles, faute de re´fe´rences accessibles sur ce sujet
(les re´fe´rences donne´es dans [B-Z94] renvoient toutes a` des the`ses, ou publications internes a` des
universite´s).
On va e´tablir une relation entre le groupe fondamental d’orbifolde de X et les reveˆtements orb-
ifoldes de X, similaire a` celle du cas lisse.
De´finition 5.1. Un reveˆtement d’orbifolde r : X ′→X de X est la donne´e d’une orbifolde pure
et connexe X ′ et d’une application holomorphe r telle que:
(1) Si X ′′ := r−1(X∗), et si r∗ : X ′′→X∗ est la restriction de r a` X ′′, alors r∗ est un reveˆtement
e´tale de X∗.
(2) Pour tout a ∈ X, muni d’une uniformisation locale (U, U˜/G, φ), avec U˜ simplement connexe,
et pour toute composante connexe U” de (r∗)−1(U ∩ X∗), il existe a′ ∈ r−1(a), un sous-groupe
G′ ⊂ G, et une uniformisation locale (U ′, U˜/G′, φ′) de X ′ en a′, telle que U” = U ′ ∩X”, et telle
que: φ−1 ◦ r ◦ φ′ : U˜/G′→U˜/G soit le quotient naturel induit par l’inclusion de G′ dans G.
On de´finit comme dans le cas lisse la notion d’isomorphisme de reveˆtements orbifoldes.
Tout comme dans le cas lisse, on a une bijection naturelle entre sous-groupes du groupe fonda-
mental orbifolde et (classes d’isomorphismes de)reveˆtements orbifoldes. Plus pre´cise´ment:
Proposition 5.2. Soit X une orbifolde pure et connexe, et b ∈ X∗ un point-base lisse de X.
L’application naturelle entre les classes d’isomorphisme de reveˆtements orbifoldes connexes de X
et les sous-groupes de piorb1 (X, b) := pi1(X
∗, b), qui associe a` un reveˆtement orbifolde le sous-groupe
de´fini par sa restriction au-dessus de X∗ (de´finie par 5.1 (1) ci-dessus) est bijective.
De´monstration: L’injectivite´ est e´vidente. La surjectivite´ provient de ce que l’on peut par-
tiellement compactifier tout reveˆtement connexe r∗ : X”→X∗ de X∗ en un reveˆtement orbifolde
r : X ′→X de X, en utilisant la finitude des groupes fondamentaux locaux piloc
1
(a,X). Plus
pre´cise´ment, si a ∈ Sing(X), et si (U, U˜/G, φ) est une uniformisation locale de X en a telle que
U˜ soit simplement connexe, alors chaque composante connexe de (r∗)−1(U∗) est isomorphe a`
(U˜/G′) := U ′, pour un unique sous-groupe G′ ⊂ G (un point-base de U ayant e´te´ fixe´, notant:
U∗ := (X∗∩U)). On peut alors recoller (r∗)−1(U∗) et Γ×U ′, graˆce aux isomorphismes pre´ce´dents,
si Γ est l’ensemble des composantes connexes de (r∗)−1(U∗). Les de´tails ne pre´sentent aucune
difficulte´ 
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De´finition 5.3. Le reveˆtement r¯ : X¯→X qui correspond au sous-groupe trivial {1} de piob
1
(X)
dans la bijection pre´ce´dente est appele´ le reveˆtement universel orbifolde de X.
On remarquera que X¯ est lisse (et fournit donc une uniformisation globale de X) si et seulement
si, pour chaque a ∈ X, le morphisme naturel piloc1 (a,X)→pi
orb
1 (X) de´duit de l’injection de U
∗ dans
X∗, est injectif. (Je remercie T. Delzant pour m’avoir signale´ ce point).
Remarquons aussi que, si X est une orbifolde compacte munie d’une me´trique d’orbifolde Rie-
mannienne arbitraire, alors: X¯ , munie de la me´trique image re´ciproque de celle de X par r¯, est
comple`te.
De plus, si X¯ est non-compacte, elle contient (au moins) une droite (ie: une ge´ode´sique de´finie
sur R, minimisant la distance entre deux quelconques de ses points). Voir [B-Z94] pour cette
assertion.
Nous allons maintenant fournir la version orbifolde du the´ore`me de de´composition Riemannien
de De Rham. Ce re´sultat est utilise´ sans de´monstration dans [C-P02].
Nous e´tablissons ici l’ observation qui permet d’adapter la de´monstration du cas lisse. Pour
les re´sultats classiques relatifs aux groupes d’holonomie, nous renvoyons a` [Be87; §10], et a` sa
bibliographie.
Proposition 5.4. Soit X une orbifolde pure munie d’une me´trique Riemannienne comple`te. Soit
X∗ sa partie lisse, suppose´e simplement connexe. Alors X admet une de´composition en produit
Riemannien fini d’orbifoldes X = Πj∈JXj tel que: X
∗ = Πj∈JX
∗
i , l’action du groupe d’holonomie
de chacun des facteurs X∗j e´tant irre´ductible.
De´monstration: Le groupe d’holonomie deX∗ (relatif a` un point fixe´ b ∈ X∗) est un sous-groupe
de Lie du groupe orthogonal approprie´. En particulier, il y est ferme´. Ce groupe d’holonomie,
e´tant ferme´ et engendre´ par les de´placements paralle`les le long de “petits lassos” (au sens de
Kobayashi-Nomizu) contenus dans X∗, contient donc (a` conjugaison pre`s) le groupe d’holonomie
de U˜ , si (U, U˜/G, φ) est une uniformisation locale de X en un point arbitraire a ∈ X (ceci parce
que ce groupe est engendre´ par les de´placements paralle`les le long des “petits lassos” contenus
dans U).
Or le de´placement paralle`le Tc le long d’un lacet c de U se rele`ve en le de´placement paralle`le Tc′
le long du lacet c′ := u” ◦ c˜ ◦ u′, dans lequel u” (resp. u′) est le rele`vement a` U˜ de u−1 (resp.
u) partant de 0 ∈ U˜ et aboutissant a` d′ (resp. d”), point initial (resp. final) de c˜, ou` u est un
chemin dans U qui joint le point a au point initial d de c, et ou` c˜ rele`ve c a` U˜ .
Cette observation montre que la de´composition locale, G-invariante, en 0 ∈ U˜ de U˜ en produit de
facteurs irre´ductibles pour l’holonomie de U˜ est compatible avec les (ie: fournit des sous-facteurs
des) feuilletages de´finissant les facteurs irre´ductibles pour l’holonomie de X∗.
A partir de ce point, la de´monstration de la version orbifolde du the´ore`me de De Rham utilise la
comple´tion de X de la meˆme manie`re que dans le cas lisse 
6. LE THE´ORE`ME DE SCINDAGE ORBIFOLDE.
Nous avons la version suivante du the´ore`me de scindage de Cheeger-Gromoll. Je remercie vive-
ment J.Maubon qui m’a appris l’existence de cette re´fe´rence.
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The´ore`me 6.1. ([Bo-Z94] Soit X˜ une orbifolde Riemannienne comple`te a` courbure de Ricci
partout positive ou nulle. Alors: X˜ = N˜ ×Rl, ou` N est une orbifolde Riemannienne comple`te ne
contenant pas de droite. (Le produit pre´ce´dent est pris au sens Riemannien, la me´trique sur Rl
e´tant la me´trique plate).
Remarquons que la notion d’orbifolde utilise´e dans [B-Z94] (et que nous ne de´finissons pas ici)
est plus ge´ne´rale que la notion d’orbifolde pure conside´re´e ci-dessus. Ce re´sultat s’applique donc
en particulier aux orbifoldes Ka¨hle´riennes Ricci-plates de la §3 ci-dessus, et fournit donc le:
Corollaire 6.2. ( [Bo-Z94]) Soit X une orbifolde Riemannienne compacte a` courbure de Ricci
partout positive ou nulle. Alors X a un reveˆtement d’orbifolde fini X¯ qui est un produit Rieman-
nien X¯ = N¯ × T , dans lequel N¯ est une orbifolde simplement connexe (au sens orbifolde), et T
est un tore (re´el) plat.
En particulier, piorb1 (X) := G est extension de Z
⊕l par un sous-groupe fini F de G (On dira que
G est presque-abe´lien de rang l).
La formulation de ce re´sultat n’est pas donne´e dans [B-Z94], mais s’en de´duit imme´diatement a`
l’aide du the´ore´me de Bieberbach (un groupe cristallographique a un sous-groupe d’indice fini
sans point fixe, donc abe´lien).
Corollaire 6.3. Soit X une orbifolde Ka¨hle´rienne compacte et connexe avec c1(X) = 0. Alors:
(1) Le groupe fondamental de X est presque abe´lien de rang 2m, m ≤ dim(X).
(2) X admet un reveˆtement d’orbifolde fini X¯ = N¯ × T , dans lequel N¯ est une orbifolde
Ka¨hle´rienne compacte et simplement connexe au sens orbifolde, et T est un tore complexe de
dimension m.
Ce corollaire est un cas particulier du corollaire 6.3 ci-dessous. Mais on peut le de´duire plus
e´le´mentairement de l’observation initiale de la de´monstration de 5.4 ci-dessus, et du the´ore`me de
Lichne´rowicz ([Li55, p. 264]), qui affirme que les facteurs locaux de la de´composition irre´ductibe
d’holonomie d’une varie´te´s Ka¨hle´rienne sont encore Ka¨hle´riens (et en particulier complexes).
Le corollaire 6.3 (2) ci-dessus peut eˆtre conside´rablement pre´cise´ par 6.4 ci-dessous, dont la
de´monstration consiste simplement a` appliquer les arguments de [Bea83], utilisant la version
orbifolde 5.4 du the´ore`me de de´composition de De Rham. Voir [P97] pour des re´sultats de
de´composition similaires pour les varie´te´s projectives Q-factorielles a` singularite´s terminales.
The´ore`me 6.4. Soit X une orbifolde Ka¨hle´rienne compacte et connexe avec c1(X) = 0. Alors:
X admet un reveˆtement d’orbifolde fini X¯ = C¯ × S¯ × T , dans lequel C¯ (resp. S¯) est un produit
fini d’orbifoldes Ka¨hle´riennes de Calabi-Yau (resp. Hyperka¨hle´riennes), et T est un tore
complexe de dimension m. Cette de´composition est unique.
On de´finit les notions qui apparaissent dans le re´sultat pre´ce´dent:
De´finition 6.5. Une orbifolde pure X de dimension complexe m est dite de Calabi-Yau (resp.
Hyperka¨le´rienne) si elle est compacte, simplement connexe au sens orbifolde, et si elle ad-
met une me´trique Ka¨hle´rienne Ricci plate dont la restriction a` sa partie lisse est d’holonomie
irre´ductible e´gale a` SU(m) (resp. Sp(m/2)).
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Les arguments de [Bea83], base´s sur le the´ore`me de Calabi-Yau, le principe d’holonomie, et la
de´composition de De Rham, s’e´tendent donc au cas orbifolde, par ce qui pre´ce`de, et fournissent:
Proposition 6.6. Soit X une orbifolde pure et Ka¨hle´rienne compacte connexe et simplement
connexe au sens orbifolde. On a e´quivalence entre les proprie´te´s (1),(2) suivantes:
(1) X est de Calabi-Yau (resp. Hyperka¨hle´rienne).
(2) KX est trivial et H
0(X,Ω2X) = 0 (resp. H
0(X,Ω2X ) est engendre´ par une section partout de
rang maximum sur X∗).
Voir aussi [Fu83] pour d’autres re´sultats et exemples concernant les orbifoldes pures hyperka¨le´riennes,
et leurs de´formations.
Dans le cas des surfaces, on peut eˆtre plus pre´cis:
Corollaire 6.7. Soit r : X ′→X la contraction d’un diviseur exceptionnel D′ ⊂ X ′, ou` X ′ est une
surface K3. Alors le groupe fondamental d’orbifolde de X est soit fini, soit presque-abe´lien de
rang 4. De plus, X admet un reveˆtement d’orbifolde fini qui est soit une surface K3 normale et
simplement connexe (au sens orbifolde) dans le premier cas, soit un tore complexe de dimension
2 dans le second cas.
Remarque 6.8. Le corollaire pre´ce´dent re´soud donc la conjecture (3.12) de [K-Z00] (a` l’exception
du fait qu’une orbifolde K3 simplement connexe au sens orbifolde y est aussi conjecture´e avoir
des singularite´s de Du Val).
La motivation de ce re´sultat provient ici des conjectures concernant les varie´te´s spe´ciales formule´es
dans [C01]. Voir §7. ci-dessous.
Remarquons aussi qu’il existe des surfaces K3 normales et simplement connexes au sens des
orbifoldes, mais non lisses. Par example, une surface K3 (lisse) de Kummer dans laquelle on
contracte l’une des 16 courbes exceptionnelles.
On dira que l’orbifolde X est bonne si son reveˆtement universel d’orbifolde est lisse. L’exemple
pre´ce´dent est donc une orbifolde K3 qui n’est pas bonne.
Corollaire 6.9. Soit X ′ une surface K3 lisse, et D′ ⊂ X ′ un diviseur exceptionnel de X ′. Alors:
(1) Il existe une modification T ′ d’un tore complexe ou d’une surface K3 lisse T de dimension 2
et une application holomorphe r : T ′→X ′ ge´ne´riquement finie et finie et non-ramifie´e au-dessus
de X∗ := X ′ −D′,
(2) Si l’orbifolde X obtenue par contraction de D′ dans X ′ est bonne et projective, alors X ′
contient deux familles a` un parame`tre de courbes elliptiques (singulie`res, en ge´ne´ral) dont le
membre ge´ne´rique est disjoint de D′.
De´monstration: La premie`re assertion est simplement une reformulation de 6.7. La seconde est
obtenue en prenant l’image par r des familles a` un parame`tre de courbes elliptiques sur T ′ = T
(qui est alors une surface K3 lisse) construites dans [Mo-Mu82], et en utilisant le lemme suivant,
affirmant que de telles familles de courbes elliptiques n’ont pas de point base. 
Lemme 6.10. Soit X une surface K3 lisse, et (Es)s∈S une famille a` un parame`tre de courbes
elliptiques de X. Alors, par chaque point de X, il ne passe qu’un nombre fini de courbes Es.
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De´monstration: Soit w : Z→S une surface elliptique obtenue par de´singularisation du graphe
d’incidence de la famille (Es)s∈S . Soit h : Z→X l’application holomorphe obtenue par compo-
sition avec la projection sur X du graphe d’incidence de cette famille. Soit v un ge´ne´rateur de
l’espace vectoriel complexe H0(X,Ω2X), et v
′ := h∗(v). Alors v′ est une section de KZ , et son lieu
des ze´ros est donc contenu dans une re´union (finie) de fibres de w. Si a ∈ X e´tait un point base
de la famille, v′ s’annulerait sur la multisection h−1(a) de w. Contradiction 
Question 6.11. L’assertion (2) de 6.9 ci-dessus reste-t’elle vraie si X n’est pas suppose´e bonne?
7. VARIE´TE´S SPE´CIALES DE DIMENSION TROIS.
La motivation initiale des re´sultats pre´ce´dents est la de´monstration de cas particuliers en dimen-
sion 3 de conjectures formule´es dans [C01] concernant les varie´te´s spe´ciales (voir [C01] pour la
de´finition).
Conjecture 7.1. Soit Y une varie´te´ Ka¨hle´rienne compacte spe´ciale. Aors:
(1) pi1(Y ) est presque abe´lien (ie: admet un sous-groupe d’indice fini abe´lien)
(2) La pseudo-me´trique de Kobayashi dY de Y est identiquement nulle sur Y (ie:
dY (y, y
′) = 0,∀y, y′ ∈ Y ).
Lorsque Y est de dimension 3, la conjecture (1) est de´montre´e dans [C01], sauf dans le cas ou`
κ(Y ) = 2, et ou` le ”coeur” cY : Y→C(Y ) de Y est tel que κ(C(Y )/∆(cY )) = 0. (Voir [C01; §3]
pour ces notions et re´sultats).
Dans cette situation, S := C(Y ) est donc une surface Ka¨hle´rienne, et ∆(cX) := D un diviseur
orbifolde tel que κ(S,KS +D) = 0. En particulier: ou bien κ(S) = 0, ou bien S est rationnelle
(le cas ou` S est re´gle´e avec q(S) > 0 est traite´ dans [C01]). Nous allons traiter ici le cas le plus
facile, ou` κ(S) = 0.
The´ore`me 7.2. Soit f : Y→S une fibration elliptique d’une varie´te´ Ka¨hle´rienne compacte Y de
dimension 3 sur une surface (lisse) S. On suppose que κ(S) = κ(S,KS +D) = 0, ou` D := ∆(f)
est le diviseur orbifolde des fibres multiples de f (voir [C01]). Alors:
(1) pi1(X) est presque abe´lien.
(2) Si S est projective, si D est un diviseur exceptionnel de S, si l’orbifolde S′ obtenue par
contraction de D dans S est bonne, et si x, y, z ∈ Y e´tant trois points ge´ne´riques, on peut
trouver deux applications holomorphes hj : C→Y, j = 1, 2 telles que: f(x), f(y) ∈ (f ◦ h1)(C) et:
f(z), f(y) ∈ (f ◦ h2)(C).
(3) dY ≡ 0 si S est projective, et si S
′ est bonne.
De´monstration: Dans ce cas, apre`s reveˆtement e´tale fini, S est bime´romorphe soit a` une surface
K3, soit a` un tore complexe. Des arguments faciles montrent que D est exceptionnel, puisque
l’on a aussi: κ(S,KS +D) = 0.
La premie`re assertion re´sulte alors de 6.7 et du lemme 7.3 ci-dessous. La dernie`re assertion est
une conse´quence imme´diate de la seconde et de la continuite´ de dY relativement a` la topologie
me´trique. Pour de´montrer la seconde proprie´te´, on conside`re un mode`le lisse du produit fibre´
Y ′ := Y×T , si T est une uniformisation lisse de l’orbifolde S
′ obtenue en contractant le diviseur
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exceptionnel D de S. On peut donc supposer (quitte a` remplacer Y par Y ′) que S = T est lisse,
et est soit une surface K3, soit une surface abe´lienne.
Dans le premier cas, on conclut en appliquant [B-L00] aux images re´ciproques par f des membres
ge´ne´riques de deux familles de courbes elliptiques de S = T qui ne rencontrent pas D, la premie`re
(resp. seconde) courbe elliptique contenant x et y (resp. z et y). Dans le second cas, on applique
[B-L00] au dessus (par f) de l’image d’une courbe entie`re h : C→T qui e´vite les points (en
nombre fini) qui sont au-dessus des points singuliers de S′, et passe par f(x), f(y) et f(z) (une
seule courbe entie`re suffit, dans ce cas) 
Lemme 7.3. Soit f : Y→S une fibration holomorphe entre varie´te´s complexes compactes et
connexes, Y Ka¨hler. Si F est la fibre ge´ne´rique de f , on suppose que:
(1) pi1(F ) est presque abe´lien.
(2) Il existe S∗ ⊂ S, un ouvert de Zariski dense tel que:
(2.a) pi1(S
∗) est presque abe´lien.
(2.b) Pour tout s ∈ S∗, la fibre de f au-dessus de s est non-multiple (au sens des multiplicite´s
de´finies par pgcd; voir [C01, §9]).
Alors pi1(Y ) est presque nilpotent (ie: a un sous-groupe d’indice fini nilpotent), et presque abe´lien
si Y est une varie´te´ spe´ciale.
De´monstration: Soit Y ∗ := f−1(S∗). Le morphisme de groupes: pi1(Y
∗)→pi1(Y ) de´duit de
l’injection de Y ∗ dans Y est surjectif. Par l’hypothe`se (2.b), on a une suite exacte de groupes:
1→pi1(F )→pi1(Y
∗)→pi1(S
∗)→1,
d’ou` l’on de´duit que pi1(Y
∗) est presque polycyclique (ie: a un sous-groupe d’indice fini polycy-
clique). Donc pi1(Y ) est presque polycyclique. De [A-N99], ou de [C01’], on de´duit que pi1(Y ) est
presque nilpotent.
De [C01], on de´duit enfin que pi1(Y ) est presque abe´lien si Y est spe´ciale 
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